Lgsningforslag til oppgavesett VI, “Feltteori og vektoranalyse” (2018/2021), side 213.
av Bjgrn Gjevik, 9. mai 2021

Oppgave 1.
I et plane kartesiske koordinater (z,y) er et divergens- og virvelfritt vektorfelt gitt ved :

V=014 0y ]

a) Det eksisterer en potensialfunksjon ¢(z,y) slik at v = V¢ fordi V x v = V x V¢ = 0. Kompo-
nentene av vektoren v er bestemt ved
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nar potensialfunksjonen ¢ er kjent. Det forutsettes at funksjonen er deriverbar.

Det kan ogsa innferes en stromfunksjon (feltfunksjon) definert ved

v — _ 87/(/}
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Det er da forutsatt at ¢(z,y) er en deriverbar funksjon av x og y. Ved denne definisjonen er
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Stromvektoren kan ogsa skrives

v ="V x (—ik)

hvor k er en enhetsvektor normalt zy-planet. Denne likningen viser at vektoren —i(z, y)k tilsva-
rer et vektorpotensialet slik det er definert ved Helmholtz teorem i likning (4.28), side 75 i boken.

¢) Gradientvektorene V¢ og Vi star normalt pa ekviskalarlinjene for h.h.v. ¢ og 1. Na er

0 0 0 0
v¢.w:(£i+£j).(£i+£j)z(vxi+vyj).(vyim):(wyvyvx):o

Gradientvektorene star altsa normalt pa hverandre og det viser at ekviskalarlinjene ogsa star
normalt pa hverandre. Se ogsa figur 1 i losningsforslag til oppgavesett V.

Oppgave 2.
Gitt to vektorfelt fra potensialteori h.h.v. med stromfunksjoner (feltfunksjoner):
wl ($, y) = Uy
a’Uvy
Va(z,y) = 212

a) De to feltene representerer henholdsvis feltet for en uniform rettlinjet strgm i negativ z-retning
og en dipol i origo med dipolakse i z-retning. Strgmlinjene for det forste feltet er gitt ved

1= -Uy =1,



i.e. rette linjer parallelt med z-aksen

Yo
=C, C=-=
Y U
og for det andre
2
a”Uy
1/)2 = 22 T y2 = @Z)o
Dette kan omskrives
—2Ry = 2? + o>

hvor R = ‘52760[ Videre til
2? + (y+ R)* = R?
Dette er likningen for sirkler med radius R og sentrum pa y-aksen for y = £R (fortegn avhenger

av valgt fortegn pa 1,. Alle sirklene tangerer derfor x-aksen i origo. Strgmlinjene til de to feltene
er skisser i fig. 1.

Figur 1: Stromlinjer for feltet 1p1 til venstre og for feltet o til hoyre med R = 0,5 — 2,0.

b) To eller flere potensialfelt kan adderes og det gir et nytt divergens- og virvelfritt potensialfelt.
La vy og vy veere divergensfrie og virvelfrie felt i.e.
Vv =

VXxwv, =

V-.vy =

VXvy =

o O o O

Da er summen av de to feltene v = v + v9 ogsa divergensfritt og virvelfritt
Vo=V -v1+V-v3=04+0=0

0g
Vxv=Vxv1+VXxvo=04+0=0

Pa tilsvarende mate kan strgmfunksjonene for de to feltene h.h.v. 11 og 12 adderes a gi strgmfunksjonen
for ¢ for felt v = v1 + va. Det fplger av

v=-Vx (Yk), vi+vy=-V(ik)— V(k)

hvor k er en enhetsvektor normalt kordinatplanet (zy). Det er viktig a veere klar over at grunnen
til at feltene kan adderes (superponeres) pa denne maten er at operatorene V- og Vx er lineere
operatorer dvs. det inngar ikke ledd med produkter av de variable i operatorene.



¢) Innfgrer polarkoordinater (r,0) med x = r cosf, y = rsin §. Stromfunksjonen i polarkoordinater
er:

Y(r,0) =Ursinf [1 — (Q)Q}

r
og likningen for strgmlinjene er

Ursin 6 [1 — (g)z} = tho

Strgmlinjen 1, = 0 er gitt ved sinf = 0 og r = a dvs z-aksen og en sirkel med sentrum i origo
og radius r = a.

d) Strgmkomponentene i polarkoordinater er:

i = —Ucost [1 — (9)2]

U= o 5
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vy = o Usm@[l—f—(;)]

Stromfeltet er skissert i fig. 2.
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Figur 2: Stromuektorer for feltet 1p med U = 5, a = 2.0. Stromlinjen 1, = 0 bestdr av sirkelen markert med stiplete
linje og x-aksen med svak stipling.

Feltet (for » > a) representer uniform strgm omkring en sylinder med akse normalt xy-planet.
I punktet S pa oppstrgmsiden (r = a,0 = 0) er det ingen strom (v, = 0,v9 = 0). Dette er
et stagnasjonspunkt. Tilsvarende forhold er det i symmetripunktet S pa baksiden (lesiden). I
punktene pa siden av sylinderen (r = a,0 = £7/2) er stromhastigheten 2U, det dobbelte av
fristromshastigheten. Dersom friksjon i veesken har betydning vil den modifisere strgmmen i et
tynt sjikt neer sylinderflaten og det kan ogsa oppsta kjglvannstromning pa baksiden (lesiden),
eventuelt med dannelse av virvler. Pa oppstrgmsiden (losiden) vil feltet som er beregnet her
representere en god tilnsermelse til de virkelige forhold selv om det er friksjon i vaesken.

En elektro-magnetisk analogi: Det er viktig a veere klar over at ogsa disse feltene kan brukes
i elektro-magnetisk teori. Det forste feltet 1 tilsvarer et uniformt magnetfelt mellom to store
og kraftige magnetpoler, eller magnetfeltet i sentrum av et system av store sirkulsere spoler



som leder elektrisk strom (Helmholtz coils). Det andre (dipolfeltet, 12) tilsvarer magnetfeltet
omkring en stavmagnet i origo og orientert med akse langs x-aksen. Superposisjonen av disse
to feltene viser hvordan et uniformt magnetfelt avbgyes av feltet fra en stavmagnet, her er det
viktig at strukturen i feltet for < a ogsa blir tatt med. For vaeske-strgmmen forbi en sylinder
var bare delen av feltet for » > a av betydning. Feltlinjer tilsvarende feltet ¢ (x,y) er plottet
i fig. 3. Innenfor sirkelen r = a dominerer dipolfeltet fra stavmagneten, utenfor sirkelen er det
uniforme bakgrunnsfeltet strekest.

Et liknende, men noe mer komplisert tre-dimensjonalt fenomen er solvind (fig. 1 i boken)
hvor elektrisk ladede partikler fra solen avbgyes av magnetfeltet rundt jorden som har en tre-
dimensjonal (kulesymmetrisk) dipolstruktur (fig. 9.14 i boken).
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Figur 3: Feltlinjer for feltet ¢ (x,y) = 9o med U = 5, a = 2. Stavmagneten tenkes ligge i origo med retning langs
xr-aksen. Verdien av konstanten 1, er satt pa feltlinjene.

Oppgave 3.
Gitt formelen for varmestrgm (varmefluks):

H = pc(T — T,)v — kVT

a) Sterrelsene som inngar i denne formelen (vektoriell) med enheter er:

Starrelse Symbol  Sl-enhet
Varmefluks H J/m?s = W/m?
Tetthet 0 kg/m?

Spesifik varmekapasitet ¢ J/kg K
Strgmhastighet v m/s
Varmeledningstallet k W/mK
Temperatur (i absolutt skala) T K (Kelvin)
Referansetemperatur T, K

Forste ledd (hgyre side) i formelen er varmefluks med strgmmen (flyten) i fluidet, ogsa kalt
konvektiv varmestrgm. Andre leddet er varmefluks ved ledning i fluid eller fast stoff, ogsa kalt
konduktiv varmestrgm.

Alle tre ledd i formelen har dimensjon (enhet) W/m? sa den er dimensjonsmessig korrekt.
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b)

Den totale varmefluksen gjennom en flate o er

Q:/UH'nda

hvor n er enhetsvektoren til flateelementet do som flaten o er inndelt i. Enheten for Q) er W.

En rektanguleser flate med sidekanter a og b i xy-planet har konstant flatenormal n = k og
flateelement do = dx dy. Enhetsvektorene i x og y- retning er h.h.v. 7 og 7. Med temperatur
T(z) = To(1 — Bz) og strgmhastighet v = azt blir varmefluksen per flateenhet

H = pe(T — T,)v — kVT = pcT,Bzazi + kT, k

Siden den konvektive varmefluksen er rettet i z-retning er det bare konduktive varmefluksen
gjennom rektanglet. Na er 1 -k = 0 og k- k = 1 og det gir for varmestrommen gjennom
rektanglet:

a rb
QZ:/H-kdU:/ / kT, dx dy = kT,Bab
o 0 JO

siden integranden er konstant over flaten. Enheten for @), er W (Watt).



