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Oppgave 1.
Gitt en terrengmodell:

h(z,y) = ho + Ah%%

a) Dividerer likningen med h,. Det gir:

h Ahzy
e =2 s
ho * ho ab
Innfgrer dimensjonslgse stgrrelser
h
v = —
ho
. x
= —
a
v o=
b

Ved innsetning i likningen far en:
h* =" y") =1+ ax™y"

hvor aw = Ah/h,. Sloyfes * for dimensjonslgse storrelser far en med e = 1 den oppgitte likningen.
Ekviskalarlinjer er gitt ved

B(x,y) =1+zy=C (konstant)

Det gir likningen for ekviskalarlinjene

4 L

Figur 1: Skisse av ekviskalarlinjer (hoydekoter) for terrengmodellen med konstanter C = +1,2,3. Gradientvektoren er
tegnet inn i punktene (£1,+1) (rod).

Terrengmodellen beskriver et pass mellom en hgyde i fgrste kvadrant og en annen hgyde av
tilsvarende form i tredje kvadrant.



c¢) Gradientvektoren er

0
Vﬁ—ﬁz—i-aﬁ =yt+aj

Gradientvektoren er tegnet inn for noen punkter i figuren under b).

Gradientvektoren uttrykker hvor mye terrenget stiger eller faller (per lengdeenhet) i retningen
normalt ekviskalarlinjene (i.e. hgydekotene).
d Et buelementetet langs ekviskalarlinjene kan skrives:
dr=dri+dyj

Na er

= , x#0

dy __C-1_ y
dr x x

Folgelig far en
VB -dr = (y’t—l—a:]) . (dazi— %da:j) = (yd:c—x%daz) = (y—y) dr =0

Det viser at gradientvektoren star normalt pa ekviskalarlinjene.
Tilsvarende bevis kan fores for en vilkarlig ekviskalarlinje gitt ved

B=y— f(l‘) = 5o
hvor f(z) er en vilkarlig deriverbar funksjon av z. Gradientvektoren er da
op . 0B boNs L s
V=gt g, d=—f@iti
hvor i
ay

betegner den deriverte av funksjonen mhp. . Bueelementet langs ekviskalarlinjen er:
dr =dri+dyj =dxi+ f(z)dxj
Derved far en:
VB-dr = (- fl(x)i+])  (dei+ f(z)dxj) = (— f(z)+ f(z))de =0

Oppgave 2.
Gitt to vektorfelt i xy-planet:

vy = —yttaxj
5. .
vy = §y T+ 1Y)
a) For disse feltene er:
_ Oviy | Ovyy 0 0 B
Vo= or * dy _833( y)—i—ay(:v)—O
o 8@296 8’Ugy _ 8 1 2 g
Vo= 0 +8y 83:(2 )+8y( y) =
i j k
ov v 0 0
o] o) ly 1z
0 0 = _ — | = - =
V X v 9z oy ( o By )k: [6m<$)+ 8y(y)] k =2k
Vg ’l)2y 0
~ Ovgy  Ovaey, | O 9 2 B B
vag—(a$ 8y)k_[31‘($y)+0y(2)k_(y k=0



b)

For feltet v1 hvor V - v; = 0 eksisterer det en stromfunksjon 9 slik at

R

ay = Vlzx, % = U1y
Det gir:
o _ . % _
oy Y er T
og ved & integrere de to likningene:
Lo
U(ay) = gyt fal2)
L o
Wey) = 52+ )

For a fa et entydig uttrykk for ¢(x,y) velges de ubestemte integrasjonsfunksjonene

fole) = 327 fy(w) = 55

Stromfunksjonen blir:

Ywy) = 5@ +47)

Til dette uttrykket kan en eventuelt legge til en konstant uten at det endrer strgmhastigheten.
For feltet vy er V x vy # 0 eksisterer det ikke noe hastighetspotensiale.

For feltet vo hvor V - vy # 0, men V X vy = 0 eksisterer det et hastighetspotensiale ¢ slik at
¢ ¢

% = Vg, Biy = V2y

Det gir
9p Lo 09 _
ar 27 oy

og ved integrasjon gir begge likningene samme uttrykk

ry

1
o(z,y) = §$y2

Her behgver en altsa ikke tilpasse ubestemte integrasjonfunksjoner for a fa et entydig uttrykk
for ¢.

Figuren viser en skisse av vektorfeltet v

For feltet vy er V - w9 # 0. Det eksisterer derfor ikke en strgmfunksjon, men strgmlinjene kan
likevel finnes. Et buelement langs strgmlinjene skrives

dr =dxi+dyg

Siden strgmvektoren ve er tangent til strgmlinjene er

1 J k
Vo Xdr = | vy vy 0 |= (vzx dy — vay da:)k: =0
de dy O

Det gir:
Vo dy = voy dx



Innsatt for v, og vy

%yQ dy = zydx

Forkorter med y, integrerer og far likningen for strgmlinjene:
y=+V2122+4+C

hvor C' er en konstant. Dessuten er z-aksen, y = 0, en strgmlinje.

Med konstanten C' = 0 far en asymptotene y = 41/2 z for strgmlinjene som er skisser pa figuren.
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Figur 2: Skisse av stramlinjer for konstanten C =0 og C = +£1.

Oppgave 3.
Gitt 3-D vektorfelt:
A=yi—zj+yzk

/VXA-dO':%A-dr
o A

b) Beregner virvlingen til vektorfeltet:

a) Stokes’sats

i j k
Vxd=| g 2 2 |-
A, Ay Al
0A, 04y - 04,  0A; n 04,  0A; ke —
dy 92 )" 0z oz )7 ox oy N

0 0 0 0 0 0
— - —(- ] —(y) — =— ] —(—x) — =— k=z1-2k
(550 = o)) i+ (o0 = 5o2)) d+ ()= 5 ) k=i
i) Beregner sirkulasjonen om en sirkelinje med radius a i zy-planet ved a bruke Stokes’ sats.
Normalvektor til flaten begrenset av sirkellinjen er n = k

C:%A-drz/vxA-ndaz/(zi—2k)-kda:—2/k-kda=—2m2
A o o

(e



Oppgave 4.
I et plant polarkordinatsystem (r,0) er en vektor v gitt ved komponentene (v, vp):

UV = Uyt + Vgly

hvor 2., 29 er enhetvektorer i koordinatretningene. Divergensen til vektoren er gitt ved:

a)

10 10
V.-v= ;EOWT) + ;%(09)
Det innfgres en funksjon ¢ (r, ) slik at:
_ % W
T 00 T o
Med dette valget er divergensen til vektorfeltet:
190 1oy, 10 0y, 10% 18%
Vo= o Uae) T rae'ar) T raron T rosor
Funksjonen 1 (r, #) er derfor en stromfunksjon (feltfunksjon) for vektorfeltet.
Gitt to strgmfunksjoner:
¢1:A0, wnglnr
hvor A og B er konstanter.
Strgmkomponentene for feltene er henholdsvis:
b L 00 A
= rof
_ 9 _
V1 — W =0
og
: = —% =
2 rof
W O _B
20 or r

En rask sjekk viser at begge disse feltene er divergensfrie og virvelfrie slik at de er sakalte
potensialfelt.

Strgmlinjene for det fgrste feltet er
P1(0) = AG = A0,

For forskjellige valg av konstanten 6, blir stromlinjene straler fra origo. Med A < 0 er strgmmen
rettet utover fra origo (kilde) og med A > 0 er strommen rettet innover mot origo (sluk).
Strgmhastigheten avtar som 1/r med avstanden fra origo, men volumstrgmmen gjennom en
sirkel om origo er konstant 2w A (per lengdeenhet normalt planet).

Stremlinjene for det andre feltet er
Yo(r) = Blnr = Blnr,

For forskjellige valg av konstanten r, blir stromlinjene sirkler med sentrum i origo. Med B > 0
gar strgmmen i positiv dreieretning (mot klokka) og med B < 0 gar strgmmen i motsatt retning.
Stremhastigheten avtar som 1/r med avstanden fra origo, men sirkulasjonen langs en sirkel om
origo er konstant 2w B. Feltet kalles en punktvirvel.



c¢) Til stromfunksjonene 11 (0) og 12(r) svarer henholdsvis strgmvektorene v og vo. Til strgmvektoren
v3 = v + vy svarer stromfunksjonen ¥3(r, 0) = 11 (0) + 12(r). Siden vektorfeltene v; og vy er
divergens og virvelfrie er:

V-ovg=V-(v1+v2)=V-0v1+V-v3=0

og
VXU3:VX(’Ul—l-’UQ):VX’Ul—i-VX’UQ:O

Det betyr at ogsa vektorfeltet v er divergens og virvelfritt i.e. det er et potensialfelt.

d) Strgmlinjene for feltet v3 er gitt ved
P3(r,0) =0+ Inr =1,

Derav:
Inr=1,—0

og
exp (Inr) = exp (¢ — 0)

som kan skrives
r =1,exp(—0)

hvor 7, = exp (¢,).Stremlinjene er spiraler slik som vist pa figuren.

e) Volumstrgmmen gjennom en sirkelflate med sentrum i origo og radius r = a er:

2 2 2 A
Q = / vy - rd0i, = / vz, df = / —?Tde = —27A

Gjennom en sirkelflate som ikke omfatter origo er volumstrgmmen null. Det fglger fra Gauss’
sats siden feltet er divergensfritt. Det er kilden i origo som gir volumstrgmmen.



