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Oppgave 1.

a) Dersom 1 = zy? — 2%y er en strgmfunksjon er komponentene av strgmvektoren gitt ved:

9

vz:—a—y:—2xy—|—:r2
O
Vy = B y? — 2xy

Skal 1 veere en strgmfunksjon ma strgmvektoren veere divergensfri. Vi finner:

V- -v=
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= &:—2y+2x+2y—2x20

Oz oy

Altsa kan 1) brukes som strgmfunksjon.

b) Strgmlinjene er gitt ved likningen

Derav:

Strgmlinjene ¢, = o for
i) x = o, i.e. y-aksen.
ii) y = o, i.e. xz-aksen.

iii) Linjen y = x

zy? — 2%y = 1, = konstant

zy? — vty = 1,

Pa disse tre linjene er stromkomponentene henholdsvis i) v, = o, vy, = y?, i) vy = 22, vy = 0 0g

iil) v, = -2, v, = —y2.

Likningen for strgmlinjene 1, # 0 og x # 0 er

y:%(x:t\/:ﬁ—l—%)

Vi kan da skissere feltet (figur 1).

¢) Virvlingen til feltet:
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bortsett fra pa linjen y = x og i origo. Fglgelig eksisterer det ikke et hastighetspotensial for dette

feltet.

d) Et Laplasisk felt er bade divergensfritt og virvelfritt. Divergensfritt felt innebaerer:

v, = ¥
N
’Uy = 67



Figur 1: Skisse av feltet tilsvarende stromfunksjoen 1

Skal virvlingen ogsa veere null ma

Med Laplace-operatoren

0? 0?
Vie — + —
Ox? + Oy?
kan kravet pa stromfunksjoen i et Laplasisk felt skrives:
V) =0
Oppgave 2.
a) Innferer polarkoordinater (r,0):
Yy
9 .
r
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Figur 2: Polarkoordinater (r,0) med enhetsvektorer.

r=rcosf, y=rsind

Potensialet kan da skrives:
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Strgmvektoren har komponenter = [v,., vg]

=Vo¢ = gf’ir + 85?91'9
Slik at
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T T T 2
09  Bsinf
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b) Ferst noen definisjoner:
Normalvektoren til sirkelen mn = 1,
Flateelementet do = adf-1
Bueelementet dr = adfig

Faktoren 1 i uttrykket flatelementet star for en lengdeenhet langs sylinderflaten.

Figur 3: Sylinderflate med radius a med enhetsvektorer.

Fluks av stromvektoren gjennom sylinderflaten (per lengdeenhet)

21 B 27
Q:/v-nd(f:/ vrir'iTadez—/ cos@add =0
o 0 a Jo

Sirkulasjonen av strgmvektoren langs sirkellinjen r = a

27 B 2T
C:fv‘dr:/ 'U@’L.g'igadez—/ sinf adf = 0
0 a Jo

¢) Vi vet at dipolfeltet er divergens og virvelfritt i.e.
V-v=0, Vxv=0

Fra Gauss’ sats folger at vektorfluksen:

Q:/v-nda:/v-vdazo

hvor det integreres over en vilkarlig lukket flate o som omslutter volumet 7, origo untatt.



Fra Green’s sats fglger at sirkulasjonen

C?zzjg1:-dr::L/QV7x vdo =0
A o

om begrensingskurven A som avgrenser flaten . Der ma ogsa origo holdes utenfor fordi V x v
er uendelig (udefinert) i origo.

Oppgave 3.
Gitt v = k x V1 hvor ¢ = ¢ (x,y).

B o, Oy,
v=~k X <8xz+8y3>

Naer k xi=7j og k x j=—i. Det gir
Loy, oy,

U—%J—aiy'l

L a (o o (o
o= (o) tay (5r) =0

Divergensen til feltet er

Virvlingen til feltet
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Oppgave 4.

a) Gauss’s sats:

T g

Velger en kuleflaten med radius r og overflate o = O og setter volumet av kulen 7 = V.
Divergensen til vektoren F' er

OF, N OF, n OF.
ox oy 0z

V.F= =3

Volumintegralet pa venstre side i Gauss’ sats:

/V-FdT:3/dT:3V

Innfgrer kulekoordinater r, ¢, 0: F' = ri,, med normalvektoren pa kuleflaten n = 4,.
Flateintegralet pa hgyre side i Gauss’ sats:

/F~nda=/rir-ird0:r/d0:7"0

Altsa har vi fra Gauss’ sats: .



b) Arealet av kuleflate regnes ut pa fglgende mate. Finner forst uttrykket for arealet av et
flateelement pa kuleflaten i kulekoordinater:

do = rsinfdy - rd = r?sin 0 dpdd

Arealet av hele kuleflaten

T 27 s
O:/daz/ / 7“2Sin9d<,0d9:271’7”2/ sin 0 df = 4mr?
o o Jo 0

Slik at volumet av kulen er

V=

Oppgave 5.

4
0= gm“?’

a) Velger enheter for fasefunksjonen ¢ = radianer (rad) Velger enheter for z,y, ¢:

x  meter (m)
y meter (m)
t sekund (s)

Da er enheten for kx = rad og for belgetallet k& = rad/x i.e. rad/m. Tilsvarende for

bglgetallet i y-retning, [.

Enheten for vinkelhastigheten w folger fra wt = rad, i.e. w har enhet rad/s.

b) Velger t = 0 = ¢ = ka + ly = 1), = konstant. Konturlinjer (ekviskalarlinjer) er rette
linjer. Uttrykkene for noen forskjellige valg av konstanten ), er:

¥, konturlinje
o y:—%x
Poy=—lrtg
T oy=-kz4+7
Toy=-tetd
2m y:—7x+27”

For skisse i figur 5 velges k = [.

c¢) Avstanden mellom to faselinjer hvor differansen i fasefunksjonen er 27 tilsvarerer en bglgelengde
A (fig. 4). For trykkfeltet er det en bglgetopper for 1, = 5 og ¢, = 57” (5). Fra figuren 4

ser vi at

)

Siden

far en at bglgelengden

sina = \/

2m
k



Ved tidspunktet ¢ = 7/2w er ligningen for konturlinjen ¢, = 0

k T

= ——X _—

Y ] +
Det betyr at konturlinjen 1, = 0 i figur 5 har fyttet seg en distanse % i tidsrommet ¢t =
Farten (fasehastigheten) som konturlinjen har flyttet seg med er

i

2w

A
4
T
2w
w

hvor T = 2 er bolgeperioden. Hastigheten ¢ kalles fasehastigheten for bglgen.

Forflytningen av faselinjene i bglgefeltet skjer i retning av normalen til faselinjene i.e.

Vib = ki + 1j



Figur 4: Konturlinjer for fasefunksjonen v og lydtrykket p for k = 1.
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Figur 5: Faselinjer, (p = 0, 27) , bolgelengde, X = OC' og bolgetall, k,1. Avstanden mellom faselinjene langs x og y
aksene er OA = QT” 0g OB = 27"



